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Resumo

A investigacdo completa da trajetoria de equilibrio de sistemas estruturais ndo lineares tem grande
interesse pratico no que diz respeito ao seu comportamento critico, como na analise de flambagem
em barras de trelicas. O estudo de estruturas com grandes deslocamentos demanda a cria¢do de
modelos fisico-matematicos que incluem com preciséo as condi¢BGes de carregamento e apoio e,
mais importante, modelem a rigidez e a resposta mecanica da estrutura. O objetivo deste artigo €
apresentar um estudo de formulagdes de elementos finitos de barra para a analise ndo linear de
estruturas reticuladas planas constituidas por barras biarticuladas. A solucdo do sistema de equacdes
ndo lineares, que descreve o problema estrutural, é obtida por um procedimento incremental-
iterativo baseado no método de Potra-Ptak com ordem de convergéncia cubica. Esse procedimento
tem dois passos no ciclo iterativo e é associado a técnica de continuacdo Norma Minima dos
Deslocamentos Residuais. Um cddigo computacional com o programa livre Scilab é desenvolvido
e 0 comportamento das estruturas é descrito por curvas no espaco deslocamento — carga.
Palavras-chave: Trelica plana. Potra-Ptak. Elementos Finitos. Formulagdo Corrotacional.
Formulacao Posicional.

Abstract

The complete investigation of the equilibrium path of nonlinear structural systems is of great
practical interest regarding your critical behavior, as in the analysis of buckling in truss bars. The
study of structures with large displacements demands the creation of physical-mathematical models
that accurately include loading and support conditions and, most importantly, model the rigidity and
mechanical response of the structure. The objective of this article is to present a study of finite
element formulations of bar for the nonlinear analysis of planar reticulated structures constituted by
bi-articulated bars. The solution of the system of nonlinear equations, that describes the structural
problem, is obtained by an iterative-incremental procedure based on the Potra-Ptak method with
order of cubic convergence. This procedure has two steps in the iterative cycle and is associated
with the Minimum Standard for Residual Displacements path-following technique. A computational
code with the free program Scilab is developed and the behavior of structures is described by curves
in displacement-load space.

Keywords: Plane truss. Potra-Ptak. Finite Elements. Co-rotational Formulation. Positional

Formulation.
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1. Introducéo

Sistemas trelicados sédo frequentemente utilizados em estruturas da engenharia civil, como em
edificios, pontes e torres de transmissao (Liu et al., 2021). Projetar estruturas mais econémicas e
mais competitivas requer a reducdo do peso estrutural e do consumo de materiais (Felipe et al.,
2019). Estruturas esbeltas e leves com grandes vaos livres destacam a importancia de os engenheiros
calculistas levarem em consideragdo no dimensionamento os efeitos néo lineares que influenciam
significativamente no comportamento estrutural (Maximiano et al., 2019; Oliveira et al., 2017; Thai
e Kim, 2009).

A anélise estrutural linear classica pressupde uma proporcionalidade entre o carregamento
aplicado e o deslocamento, desde que se verifiquem condicdes de resposta elastica linear do material
e de deformacdes infinitesimais (Bidmeshki e Habibi, 2021; Reddy, 2014). As estruturas de a¢o séo
muito praticas na industria da construcéo civil. Embora a teoria fundamental da analise estrutural e
as formulacGes lineares elasticas sejam usualmente utilizadas para analise e projeto dessas
estruturas, elas podem sofrer grandes deslocamentos em situagBes atipicas de carga antes de
atingirem seu limite de resisténcia (Habibi e Bidmeshki, 2018).

Dois tipos diferentes de ndo linearidades podem ser identificados na analise de sistemas
estruturais, que sdo a fisica e a geométrica (Torkamani e Shieh, 2011). Esta ndo linearidade é
produzida por deformacgdes finitas acompanhadas de modificagdes na rigidez de uma estrutura sob
um certo carregamento aplicado, e aquela depende das deformacdes relacionadas as propriedades
do material (Pinheiro e Silveira, 2004).

Uma investigacdo completa do comportamento de estruturas com grandes deslocamentos
requer tracar o caminho de equilibrio e identificar os pontos criticos (Stani¢ et al., 2016). Para
superar as dificuldades numéricas nesses pontos, vérias técnicas de continuacdo foram
desenvolvidas, como o controle de deslocamento, o controle de trabalho externo e o comprimento
de arco. Cada um desses métodos tem suas proprias vantagens e desvantagens (Thai e Kim, 2011).
A resposta ndo linear de um sistema estrutural genérico pode ser vista na Figura 1, em que um
determinado componente de deslocamento pode incrementar-se ou sofrer decréscimos ao longo da
trajetoria. Nessa figura, estdo identificados os Pontos Limites de Forca (A, D), os Pontos Limites de
Deslocamento (B, C) e o Ponto de Falha (E) (Matias Silva, 2002).
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Figura 1 — Trajetdria de equilibrio ndo linear com pontos limites e de falha. Fonte: adaptada
de Matias Silva (2002).

Quando o Método dos Elementos Finitos (MEF) é utilizado na solucdo de problemas da
Mecénica dos Solidos Computacional sob regime ndo linear geométrico, trés formulacGes podem
ser consideradas para descrever 0 movimento, a saber: Lagrangiana total, Lagrangiana atualizada e

Corrotacional (Kzam, 2020).
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A descricdo Lagrangeana mede as mudancas configurativas nas estruturas a partir de um ponto
de referéncia no espago, que pode ser atualizada ou total. Se a referéncia for atualizada durante a
deformacédo do elemento, a mesma é chamada de atualizada. Se a referéncia for a configuracéo
inicial estabelecida durante a deformacéo do elemento, entdo é chamada de total (Greco e Venturin,
2006).

A formulacdo Corrotacional baseia-se na decomposicdo da configuracdo de referéncia em
duas partes: a inicial indeformada ou de referéncia, em que € fixa em cada elemento da malha
quando o solido esta em repouso; e a corrotacionada, que se move junto com cada elemento e
expressa 0 movimento de corpo rigido do elemento em relagdo a configuracdo indeformada. O
movimento deformacional é medido por meio da configuracdo deformada com relacdo a
configuracdo corrotacionada (Taylor Matias e Mendes, 2009).

A formulacédo Posicional de Elementos Finitos, proposta originalmente por Coda (2003),
utiliza a descricdo Lagrangeana. A formulacdo padrdo do MEF para sélidos € o Método dos
Deslocamentos (Bathe, 2006), no qual as incognitas fundamentais sdo os deslocamentos dos nos.
Na formulacéo Posicional, diferentemente, as incognitas sdo as posi¢oes nodais. Essa formulacéo é
classificada como Lagrangeana Total (Bathe, 2006; Wong e Tin-Loi, 1990).

A tendéncia atual de utilizacdo de estruturas mais esbeltas e com maior resisténcia torna a
andlise de estabilidade um assunto de fundamental importancia (Greco e Venturin, 2006). Este
trabalho fornece um estudo de estruturas reticuladas planas compostas por barras biarticuladas e
com comportamento ndo linear geométrico por meio da utilizagéo de trés formulac6es de elementos
finitos de barra: Corrotacional (Crisfield, 1991; Yaw, 2009); Posicional (Coda, 2003; Coda e Greco,
2004); e de Crisfield (1991). O sistema de equagOes ndo lineares, que descreve o problema
estrutural, € solucionado por intermédio de um procedimento incremental-iterativo baseado no
método de Potra-Ptak (1984) e desenvolvido por Souza et al. (2018), o qual € associado a técnica
de continuacdo Norma Minima dos Deslocamentos Residuais.

Um codigo computacional com o programa livre Scilab - versdo 6.1.1 (Scilab, 2021) é
desenvolvido e o comportamento ndo linear das estruturas € descrito por suas trajetorias de
equilibrio no espaco deslocamento — carga. Essas trajetdrias sdo obtidas para um determinado grau
de liberdade da discretizacdo e envolvem fenbmenos de aumento de deslocamentos com decréscimo
de cargas ou mesmo decréscimo de deslocamentos com decréscimo de cargas. Os resultados
numéricos de simulacbes de problemas encontrados na literatura mostram que a solucdo
aproximada, para uma dada tolerancia, é obtida pela formulagdo Posicional com menos passos de
carga e menos iteraces acumuladas até a convergéncia.

2. Formulacdes de elementos finitos de trelica 2D

Nesta secdo sdo apresentadas as formulacgdes ndo lineares de elementos finitos de trelica plana
implementadas neste trabalho: Corrotacional (Crisfield, 1991; Yaw, 2009); Posicional (Coda, 2003;
Coda e Greco, 2004); e de Crisfield (1991). Considera-se que o elemento de barra transmite somente
forcas axiais e tem area da secdo transversal constante A. Supde-se que todos os elementos
permanecem no regime elastico linear.

Os elementos de trelica possuem quatro graus de liberdade no sistema local de coordenadas
cartesianas (Xi, Y1), sendo dois por no, correspondentes aos deslocamentos na dire¢do do eixo da
barra e transversal a ele.

2.1 Formulagdo Corrotacional de Elementos Finitos

As coordenadas cartesianas globais (X1, Y1) e (X2, Y2) referentes aos nés “1” e “27,
respectivamente, representam a configurag&o inicial do elemento, sendo conhecidas também como
coordenadas de referéncia. Apds uma mudanca de configuracéo devido a deslocamentos da trelica,
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amesma passa a ter novas coordenadas (X1, y1) e (X2, y2), conforme o desenho esquematico na Figura
2. O comprimento inicial (ou referencial) Lo e 0 comprimento atual L da barra s&o calculados,
respectivamente, por (Yaw, 2009):

Lo = V(X — X2 + (Y, — Y1)2, (1)
L= \/(Xz —%X1)?2 + (y2 —y1)? ()

emaque xi = Xj+uieyi =Yi+vjcomi=1 2 sendo ui os deslocamentos horizontais e vi 0s
deslocamentos verticais no sistema global de coordenadas cartesianas (X, Y).

X

Figura 2 - Configuragdes inicial e corrente do elemento de trelica. Fonte: adaptada de Yaw
(2009).

As coordenadas globais permanecem fixas na formulacdo Corrotacional. O angulo corrente
do elemento corrotacionado com relagédo ao sistema de coordenadas globais é denotado por 6. Na
formulacdo bidimensional, os valores do seno e cosseno desse angulo s&o determinados,
respectivamente, por (Yaw, 2009):

COS(G) — (XZ + uz) ; (Xl + ul)’ (3)

(Y2 +vy) ; (Y + V1). (4)

sen(0) =

Considere ¢ = cos(0) e s = sen(0). O vetor de forca interna elementar Feiem é avaliado pela
seguinte expressao:

Felem = L_Or’ (5)

naqualr=[—-c —s c s]TeN éa forcaaxial interna local dada por:
N = EAgg, (6)
em que EA é arigidez axial e ec € a deformacdo de Green-Lagrange dada pela expressao:

L? — Ly

£g = —m. 7
G 2L02 ( )
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A matriz de rigidez elementar Kelem & composta por dois termos (Yaw, 2009):
Kelem = Km + Ko, 8

sendo Km a matriz de rigidez material e Ke a matriz de rigidez geométrica, que sdo determinadas,
nessa ordem, por:

Ku = EA 3 L2 1 T (9)
M= on, L2 rr’,
NI, -I,
K = — 1
G Lo [—12 I ] (10)

em que l2 € a matriz identidade de ordem 2.

2.2 Formulacéo Posicional de Elementos Finitos

Na formulagéo Posicional do MEF (Coda, 2003; Coda e Greco, 2004), a matriz de rigidez
tangente Kelem € 0 vetor de forgas internas Felem elementares sdo obtidos conforme as equagdes,
respectivamente:

EA _ EAeg
Kelem = L_03B + Lo C (ll)
_ EAEG
l:‘elem - L m, (12)
0

sendo &g calculo conforme a Equacéo (7). Os comprimentos Lo e L sdo determinados de acordo com
as Equacbes (1) e (2), respectivamente. Na Equacdo (11), as matrizes B e C sdo definidas,
respectivamente, por:

B = mmT, (13)
[ -I
€= -I, I ]’ (14)

em gue 0 vetor m = [x1-X2 y1-y2 X2-X1 Y2-y1]". O vetor de deslocamentos na iteragéo (k+1) u®*b é
determinado pela equacéo:

u(k+1) — d(k+1) _ Od, (15)

na qual °d é o vetor de coordenadas nodais no passo de carga inicial (estrutura indeformada) e d(*%
é 0 vetor de coordenadas nodais na iteracdo corrente.

2.3 Formulagéo proposta por Crisfield (1991)

A formulagdo proposta por Crisfield (1991) e obtida a partir do Principio dos Trabalhos
Virtuais. Considerando o tensor de deformacdo de Green-Lagrange, obtém-se o vetor de forca
interna Felem (Pinheiro, 2003):

EAe
Felem = L—G [-Ax —Au —Ay—Av Ax+Au Ay + Av]T, (16)
0

na qual Ax = Xo — X1, Ay = Y2 — Y1, AU = U2 — U1 € AV = Vo — V1. A matriz de rigidez Kelem € dada
pela soma das seguintes parcelas:



| The Journal of Engineering and Exact Sciences — JCEC

Kelem = Ki1 + Kiza + KtZaT + Kizp + Ko, (17)
em que
Ax?  AxAy —Ax? —AxAy
K. — EA | AxAy Ay? —AxAy —Ay? (18)
%7 8a03| —Ax2  —AxAy  Ax® AxAy |
—AxAy  —Ay? AxAy  Ay?
[ AxAu AxAv —AxAu —AxAV]
K., = EA | AyAu AyAv  —AyAu —AyAv (19)
22 7 803 | —AxAu  —AxAv  AxAu  AxAv |
| —AyAu —AyAv  AyAu AyAv |
EA [ Au? AuAv —Au? —AuAv]
AuAv  Av? —Audv  —Av?
Kop =—= , 20
2> 7 8ay3| —Au?  —AuAv  Au?  Aulv (20)
- | —AuAv  —Av? AuAv  Av?
& [ I —12]
_ , 21
7 2a, [—lz I (21)
L
ap = —. (22)

2

3. Procedimento incremental e iterativo para a solucdo do problema estrutural

O sistema de equacdes ndo lineares que descreve o equilibrio estatico de um sistema estrutural
com ndo linearidade geométrica é descrito por (Maximiano et al., 2014; Souza et al., 2022):

g(w 1) = AF; — Fiy (w) = 0, (23)

na qual g é o vetor de forcas desequilibradas, Fint € 0 vetor de forgas internas (avaliado em funcéo
do vetor de deslocamentos nodais u) e A é o parametro de carga responsavel pelo escalonamento do
vetor de forcas externas Fr. O sistema dado em Equacéo (23) tem (n + 1) incdgnitas, que sdo o vetor
u com n elementos e o parametro A, mas somente n equacfes. Assim, para que a solucdo seja
possivel, uma equacdo de restricdo c(u, A) = 0 é adicionada ao sistema.

A solucdo aproximada desse sistema € obtida por meio de um procedimento incremental e
iterativo em que, para uma sequéncia do parametro de carga A, determina-se uma sequéncia do
correspondente incremento de deslocamentos u. O método iterativo de dois passos de Potra e Ptak
(1984), o qual foi desenvolvido para encontrar uma raiz aproximada de uma funcéo néo linear do

tipo f(x) = 0, foi adaptado num procedimento incremental por Souza et al. (2018), cujas equacgdes
iterativas séo (Souza et al., 2022):

ykEHD = g 4 guHy, (24)
8u§k+1) — 87\§k+1)8ur(k+1) + 8ug(k+1), (25)
8ugk+1) — 8Agk+1)8ur(k+1) + Sugy(k+1), (26)
ultD) = y® 4 gyl 4 guly), (27)
A+ — AR 4 87\9”1), (28)
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sendo dui, com i =1, 2, o subincremento do vetor de deslocamentos. Os vetores 8ur(k+1), Sug(k“)

e Sugy(k“) séo calculados por, respectivamente:
su, ) = [K(u®)]'F, (29)
su, 0 = [K(u®)] " g(u®,a0), (30)
8ugy(k+1) — [K(u(k))]_lg(yk(k+1),A(k))- (31)

O superindice (k + 1) nessas equacdes indica a iteracdo corrente e (k) indica a iteracéo anterior,
no passo de carga atual. Ao longo do processo iterativo, a determinacdo da corre¢do do
subincremento de carga (6A) ¢ fun¢do de uma dada estratégia de iteragdo ou equacdo de restrigdo
imposta ao problema. Uma boa estratégia de controle de iteracdo deve ser eficiente
computacionalmente, de maneira a identificar o ponto limite e ultrapassa-lo na trajetéria de
equilibrio.

A técnica de continuacéo utilizada é a proposta por Chan (1988), sendo denominada de Norma
Minima dos Deslocamentos Residuais (NMDR). Nessa técnica, procura-se eliminar diretamente 0s
deslocamentos residuais (deslocamentos iterativos) devidos as forgas desequilibradas. As corre¢des

dos subincrementos de carga no ciclo iterativo, SAi(k“), com i =1, 2, sdo determinados por:
su. 0D gy (D)
(k+1) _ _ OUr Ug
87\1 - T ) (32)
8ur(k+1) 8ur(k+1)
k+1)T (k+1)
() OUr Sugy
SA, = — T : (33)
Sur(k+1) 8ur(k+1)
O vetor incremento de deslocamento Au®*V ¢ determinado pela expresséo:
AHD = Au® 4 §ulHY 4 sulHy, (34)

A equacdo para o incremento inicial do parametro de carga é dada por (solucédo predita):

Al

AN = ,
I8l

(35)

em que Al representa o incremento de comprimento de arco. Esse incremento pode ser utilizado
como um parametro de controle no passo de carga corrente de acordo com a expressao (Crisfield,
1991):

0. [ Kd 0
Al = Al —]| , (36)

na qual °Al representa o incremento inicial de comprimento de arco no passo de carga inicial, kq € 0
nimero desejavel de iteracGes para a convergéncia do processo iterativo corrente e %k é o nimero de
iteracGes que foi necessario para convergir no passo de carga anterior. Na Figura 3 é apresentado o
algoritmo referente ao procedimento incremental-iterativo baseado no método de Potra-Ptak
associado a tecnica NMDR.

O algoritmo e as equagOes iterativas do método de Potra-Ptak utilizando a formulagédo
Posicional do MEF podem ser encontrados nas referéncias Souza et al. (2017) e Souza et al. (2018).
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Nesse caso, 0 vetor de coordenadas nodais d e o parametro de carga A s&o utilizados como incégnitas
do problema estrutural, e o vetor de deslocamentos u na iteracao (k+1) é obtido conforme a Equacao

(15).

Entrada: u < 0, AP, °Al, Kg, tol, Nmax, Kmax
Saida: u, Kiotar, NP, t, Kmagio

1. Aue0, A< 0, knsx<0

2. ParaNP «1,..., nma faca

dur < [K(u)]* F(AP)
Ad. < Al/|[3uq]|
Au’ our<0
AN« -AL

AU©@ « AL 8u,
Au < Au©
g < (A+AL) Fr(AP) - Fin(u+Au)

11. Parak«1,..., kma faca /ICiclo iterativo
12, 8Ug < [K(u+Au)]tg

13, 8ur < [K(u+Au)]* Fr(AP)

14, 8k« - (Bur' dug)/(du,’ dur)

15, 8uy < dug + 61 BU, //Passo 1
16.  yk<«u+Au+déu;

17. g <« (MAL) F(AP) - Fine(YK)

18, 8ugy « [K(u+Au)]tg

19, 8uz < dugy + d)2 &d; //Passo 2
20, SAz2 < - (8Ur dugy)/(8ur" duyr)

21. Au <« Au + 8uy + du;

22. Al <« AN + O\

23. g <« (A+AL) F(AP) - Fint(u + Au)
24, lloll < tol1 ||Fr(AP)|| ou ||8ug|| < tol ||Aul]
25. Terminar a execucdo do Para

26.

27. Fim-Para

28. u«<u+Au

29. A< A+ AL

30. Al < °Al(kg/k)%®

31. Kuotar < Kiotar + K

32. Fim-Para

33. Kmedio <— Kiotal/ NP

Figura 3 — Procedimento incremental-iterativo baseado no método de Potra-Ptak associado

a técnica NMDR.

4. Resultados numéricos

que a relacéo constitutiva dos materiais € elastica linear, ou seja, segue a Lei de Hooke.

Nesta secdo, trés exemplos numéricos de estruturas planas com barras biarticuladas séo
apresentados. O primeiro consiste de uma estrutura com trés barras biarticuladas proposta por
Habibi e Bidmeshki (2018), o segundo trata-se de uma trelica assimetrica em forma de arco estudada
por Yang e Kuo (1994) e o terceiro, um arco trelicado raso estudado por Zhu et al (1994). SupGe-se
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Para as analises ndo lineares geometricas e a geracdo das trajetérias de equilibrio, €
desenvolvido um cédigo computacional com o programa livre Scilab, versdo 6.1.1 (Scilab, 2021).
Como o objetivo é comparar as formulacdes ndo lineares de elemento de trelica 2D implementadas
aqui, as unidades dos problemas foram mantidas as mesmas das referéncias originais. Os pontos de
equilibrio nas trajetérias das estruturas obtidas pelos autores das referéncias supracitadas séo
conseguidos por meio do programa Pega Ponto 1.0 (2006).

Considera-se como critério de parada das analises nao lineares (interrupcéo das simulacoes)
quando o deslocamento vertical v num n6 previamente selecionado da malha de elementos finitos
da estrutura for maior que um deslocamento vertical Maximo Vmax.

4.1 Estrutura com trés barras biarticuladas

Um problema de uma estrutura com trés barras biarticuladas e quatro nés, mostrada na Figura
4, é considerado neste exemplo. As barras tém modulo de elasticidade E = 2,06 x 10" N/cm?. A
Figura 5 mostra as trajetérias de equilibrio (curvas deslocamento vertical no né 4 versus carga P)
com dois pontos limites de forca e dois pontos limites de deslocamento, havendo boa concordancia
com 0s pontos de equilibrio obtidos por Habibi e Bidmeshki (2018). Os resultados numéricos (NP,
Kiotal, Kmadio € t) s80 apresentados na Tabela 1. As simulagdes sdo realizadas com 0s seguintes
parametros para 0 método de Potra-Ptak associado a técnica NMDR: tol; = tol, = 1,0 x 1077; °Al =
5,0; kd = 5; kmax = 150; e AP = 1,0 N. Para o fim das simulac¢des, considera-se Vmax = 180 cm no nd
4,

P
4 @
L 7
I As LL=1100 cm
Ll } A1 =169 cm?
A>=04225 cm?
- o= 3,623°
I

Figura 4 — Estrutura com trés barras biarticuladas: modelo estrutural.

Tabela 1 — Estrutura com trés barras biarticuladas: resultados numéricos (nimero de
incognitas do sistema de equacdes: 9).

Formulacdo NP Kotal Kmédio t(s)
Corrotacional 47 157 3,3404 0,3805
Posicional 38 76 2,0000 0,2428
Crisfield (1991) 41 103 2,5121 0,2960
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Figura 5 — Estrutura com trés barras biarticuladas: trajetdrias de equilibrio.

4.2 Trelica assimétrica plana em forma de arco

Seja a trelica assimétrica em forma de arco mostrada na Figura 6 com 18 nés e 33 elementos
de barra. Este exemplo é de particular interesse uma vez que sua trajetoria de equilibrio é complexa
e exibe quatro pontos limites de forga e dois pontos limites de deslocamento. As barras tém rigidez
axial adimensional EA = 9,0 x 10° Na Figura 7 sdo apresentadas as trajetdrias de equilibrio
(deslocamento vertical do n6 5 versus forca P) obtidas com as formulacBes implementadas, havendo
boa concordancia com os pontos de equilibrio encontrados por Yang e Kuo (1994). Na Tabela 2 sdo
mostrados os resultados numericos (NP, Kiotal, Kmedio € t). SG0 adotados os seguintes parametros para
0 método de solug&o: tol = tol, = 1,0 x 1077; °Al = 2,0; kg = 4; kmax = 150; e AP = 100. Para o fim
das simulacgdes, considera-se Vmax = 16,5 no nd 5.

§ | L

L 8x10=280 _|

Figura 6 — Trelica assimétrica plana em forma de arco: modelo estrutural.

Tabela 2 — Trelica assimétrica plana em forma de arco: resultados numéricos (namero de
incognitas do sistema de equacdes: 37).

Formulacdo NP Kiotal Kmédio t(s)
Corrotacional 32 143 4,4687 2,9529
Posicional 23 53 2,3043 1,2465
Crisfield (1991) 28 91 3,2500 2,2010
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Figura 7 — Trelica assimétrica plana em forma de arco: trajetérias de equilibrio.

4.3 Arco trelicado raso

Considere o arco trelicado raso biapoiado na Figura 8, proposto por Zhu et al (1994), com 19
nos e 35 barras e sujeito a uma forga vertical P. As propriedades da secao transversal das barras séo:
modulo de elasticidade E = 7,17 x 10%° N/m?, area dos banzos inferior e superior A = 1,60 x 10 m?2
e area das diagonais A = 1,30 x 10“ m2. As coordenadas nodais de parte da estrutura estdo
apresentadas na Figura 8, visto que a trelica é simétrica. As andlises foram realizadas com 0s
seguintes parametros para o método de solugdo: tol; = tol, = 1,0 x 1077; °Al = 0,1; K¢ = 5; Kmax =
150; e AP = 1,0 N. As trajetdrias de equilibrio (curvas deslocamento vertical no n6 10 versus carga
P) obtidas com os elementos de barra implementados séo apresentadas na Figura 9, comparando-as
com os pontos de equilibrio obtidos por Zhu et al. (1994). Para o fim das simula¢des, considera-se
Vmax = 3,0 m no né 10. Na Tabela 3 sdo mostrados os resultados numéricos (NP, kiotal, Kmédio € t)

F1,346m

Coordenadas nodais

né X(cm) ¥ (cm) né X (cm) Y (em)
1 3429 0 6 1524 110,85
2 3048 50,65 7 1143 87,99
3 2667 34,75 8 762 128,5
4 2286 83,82 9 381 100,05
5 1905 65,3 10 0 134,6

Figura 8 — Arco trelicado raso: modelo estrutural.
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Figura 9 — Arco trelicado raso: trajetérias de equilibrio.

Tabela 3 — Arco trelicado raso: resultados numéricos (nimero de incégnitas do sistema de
equacoes: 39).

Formulacdo NP Kiotal Kmédio t(s)
Corrotacional 138 375 2,7173 9,0875
Posicional 125 268 2,1440 6,2491
Crisfield (1991) 137 364 2,6569 9,2083

4.3 Discussao dos resultados numeéricos

Na analise ndo linear geométrica o equilibrio estatico é estabelecido na configuracédo
deformada da estrutura, ou seja, levando-se em conta os deslocamentos e as deformacdes ocorridos.
As alteracdes na geometria da estrutura podem levar a perda de estabilidade do equilibrio devido ao
aparecimento de pontos limites. Cada ponto sobre a trajetdria representa uma configuragdo de
equilibrio. Os pontos limites de carga (ou de forca) sdo caracterizados por apresentarem uma
tangente horizontal (paralela ao eixo do deslocamento) no gréfico da trajetoria, enquanto que 0s
pontos limites de deslocamento apresentam tangente vertical (paralela ao eixo da carga).

Vé-se que arigidez das barras das trelicas é alterada mesmo que o material estrutural apresente
um comportamento eléstico puramente linear. A matriz de rigidez global do sistema estrutural é
constante na analise el&stica linear e, apds a aplicacdo de um carregamento, os deslocamentos nos
nos da estrutura podem ser determinados com um unico passo de carga. Se os elementos dessa
matriz dependem das forgas do elemento e dos deslocamentos dos membros estruturais, a relagdo
carga-deslocamento torna-se néo linear e o deslocamento néo pode ser determinado em uma unica
etapa. Portanto, € necessario um procedimento incremental-iterativo de solugdo para tragar o
caminho de equilibrio ndo linear da estrutura.

Observa-se que as formulacdes Corrotacional, Posicional e de Crisfield (1991) obtém as
trajetdrias de equilibrio completas com pontos limites de forca e de deslocamento das estruturas,
havendo boa concordancia com os resultados fornecidos pela literatura, conforme as Figuras 5, 7 e
9. Nota-se que para os primeiros pontos de equilibrio nas trajetdrias, em que os deslocamentos ainda
sdo pequenos, sdo praticamente coincidentes para todas as formulagdes.

Verifica-se que a formulagdo Posicional foi mais eficiente computacionalmente do que as
demais formulacdes para todas as analises quanto ao tempo de processamento, visto que obteve as
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solugdes aproximadas com menos passos de carga e menos iteragdes acumuladas até a convergéncia,
de acordo com os resultados numéricos apresentados nas Tabelas 1, 2 e 3.

Metodologias eficientes de solucao do sistema de equacdes ndo lineares devem ser capazes de
percorrer todo o caminho de equilibrio do sistema estrutural em analise, identificando e passando
por todos os pontos singulares ou criticos que possam existir (Leon et al., 2011).

A metodologia utilizada neste trabalho se baseia primordialmente na solucdo do sistema de
equacOes dado pela Equacéo (23) e pela equacéo de restricdo c(u, A) = 0 de maneira incremental e
iterativa. Num contexto computacional, para um dado passo de carga, esse processo € resumido em
duas etapas: solugdo incremental predita com aproximagdes para Au® e AL (solucdo predita); e
correcdo da solugdo incremental inicialmente proposta (ciclo iterativo). A sequéncia de correcdes é
efetuada com o método de Potra-Ptak até que a precisdo desejada é obtida.

Na iteracdo do método de Potra-Ptak, utiliza-se a mesma matriz de rigidez para a solucédo dos
sistemas de equagdes lineares; assim, esses sistemas podem ser solucionados via decomposigéo (por
exemplo, decomposicdo LU), visto que uma Unica fatoracdo no inicio da iteracdo € necessaria.
Observa-se que no ciclo iterativo sdo resolvidos trés sistemas de equacdes lineares (linhas 12, 13 e
18 do algoritmo na Figura 3), uma atualizacdo da matriz de rigidez global (K(u+Au)) e duas
atualizacdes do vetor de forca interna (Fint(yK) e Fint(U+AU)).

O procedimento utilizado para a mudanca do sinal do subincremento inicial de carga AL©
dado pelo produto escalar Au™ dur (linhas 5 a 7 do algoritmo na Figura 3) mostra-se eficiente, porque
consegue identificar e ultrapassar os pontos limites existentes nas trajetorias de equilibrio, com a
definicdo da direcdo correta do parametro de carga. Além disso, o dispositivo para a verificagdo da
mudanca do sinal é de facil implementacdo computacional.

5. Concluséao

Um dos principais objetivos da Engenharia Estrutural é tornar as estruturas mais econémicas,
por meio da reducdo do seu peso préprio e consumo de materiais sem, no entanto, diminuir sua
seguranca e durabilidade. Assim, a propor¢do que o elemento estrutural se torna mais esbelto, a ndo
linearidade geométrica se torna mais importante, e da origem a varios fenémenos que ndo sao
encontrados em sistemas estruturais com comportamento linear.

Com o objetivo de validar a implementacdo computacional com o programa livre Scilab
baseada nas formulacgdes ndo lineares Corrotacional, Posicional e de Crisfield, foi efetuada a analise
de trés estruturas planas com barras biarticuladas com comportamento ndo linear geométrico
existentes na literatura. P6de-se constatar a concordancia das trajetorias de equilibrio com os pontos
de equilibrio fornecidos por outros autores.

A formulacao Posicional foi mais eficiente no que diz respeito ao tempo de processamento,
uma vez que obteve as solucBes aproximadas dos problemas, para uma dada tolerancia, com menos
passos de carga e menos iteracGes acumuladas até a convergéncia.

Como pesquisa futura sdo sugeridos os seguintes temas: a inclusdo da néo linearidade fisica
(modelos baseados na Mecanica do Dano e Elastoplasticidade) nas analises ndo lineares; a
implementacdo de outras técnicas de continuacéo (Deslocamento Generalizado, Residuo Ortogonal,
entre outras); a inclusdo do efeito da variacdo de temperatura; e a implementacdo de critérios de
resisténcia.
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